
Coefficients of Talmi and of Moshinsky and Smirnov for the harmonic oscillator basis

This article has been downloaded from IOPscience. Please scroll down to see the full text article.

1980 J. Phys. A: Math. Gen. 13 1903

(http://iopscience.iop.org/0305-4470/13/6/014)

Download details:

IP Address: 129.252.86.83

The article was downloaded on 31/05/2010 at 05:20

Please note that terms and conditions apply.

View the table of contents for this issue, or go to the journal homepage for more

Home Search Collections Journals About Contact us My IOPscience

http://iopscience.iop.org/page/terms
http://iopscience.iop.org/0305-4470/13/6
http://iopscience.iop.org/0305-4470
http://iopscience.iop.org/
http://iopscience.iop.org/search
http://iopscience.iop.org/collections
http://iopscience.iop.org/journals
http://iopscience.iop.org/page/aboutioppublishing
http://iopscience.iop.org/contact
http://iopscience.iop.org/myiopscience
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Coefficients de Talmi et de Moshinsky et Smirnov dans la 
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Institut de Physique Nucltaire (et IN2 P3), UniversitC Claude Bernard Lyon- l ,43 ,  Bd du 
11 Novembre 1918, 69622 Villeurbanne, France 
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Resume. Adoptant les mithodes de travail et les resultats de Schwinger et Bargmann sur le 
groupe des rotations, nous construisons des fonctions gCnCratrices des coefficients de Talmi 
et des coefficients de Moshinsky et Smirnov et nous calculons de nouvelles expressions de 
ces coefficients particulikrement utiles et se pr&tant bien aux calculs numeriques. L’expres- 
sion des coefficients de Talmi dans le cas ou deux nombres quantiques principaux sont nuls 
et ou un nombre quantique magnktique est minimal est particulikrement simple et permet, 1 
l’aide de formules de recurrence, le calcul des autres coefficients. Les expressions des 
coefficients de Talmi et de Moshinsky et Smirnov que nous donnons conduisent aisCment 
aux calculs de ces coefficients dans des cas particuliers. D e  nouvelles relations entre les 
coefficients de Moshinsky et Smirnov, utiles du point de vue pratique, sont Ctablies. 

Abstract. Following the works of Schwinger and Bargmann on the three-dimensional 
rotation-group, we construct new generating functions for the Talmi coefficients and the 
Moshinsky-Smirnov coefficients. Such a construction is achieved by manipulating a new 
generating function for the harmonic oscillator spherical basis. The latter generating 
function is constructed in turn from the well-known generating functions for the Laguerre 
polynomials and the spherical harmonics. The material is used to get new expressions for 
the Talmi and Moshinsky-Smirnov coefficients, which are particularly appropriate to hand 
and machine calculations. In the particular case where two of the principal quantum 
numbers are null and one of the magnetic quantum numbers is minimal, our expression for 
the Talmi coefficients reduces to a simple formula which turns out to be very easy to handle. 
The combination of this formula with recurrence relations for Talmi coefficients provides us 
with an alternative way of calculating Talmi coefficients. Furthermore, our expression for 
the Moshinsky-Smirnov coefficients yields the Efros formula as a particular case. We also 
mention how other particular relations both for the Talmi and the Moshinsky-Smirnov 
coefficients can be obtained from our general expressions. Finally, new expressions, which 
are useful from a practical point of view, between Moshinsky-Smirnov coefficients are 
established. 

1. Introduction 

La transformation d’une base de reprisentation en fonction des coordonn6es de deux 
particules (representation non couplee) en une base de representation en fonction des 
coordonn6es du centre de masse et des coordonn6es relatives (representation coupl6e) 
se recontre dans de nombreux domaines de la physique. En particulier, elle est utile 
dans la th6orie cinetique des gaz (Kumar 1967), en physique nuclkaire (voir par 

’i Ce travail constitue la troisikme partie d’une thkse de Doctorat d’Etat en cours de rkdaction. 
$ Adresse actuelle: Universiti Libanaise, FacultC de PCdagogie, Beyrouth (Liban). 
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exemple Wong (1970)) et en physique molCculaire (Fieck 1979). De faGon gCnCrale, 
elle est fondamentale pour calculer les ClCnients de la matrice du potentiel Q deux corps 
dans la reprksentation sphCrique de l’oscillateur harmonique. IJne expression simple 
des ClCments de la matrice de transformation (coefficients de Talmi et coefficients de 
Moshinsky et Smirnov) se prttant B des calculs numCriques ais& prisente donc un 
grand intkrtt. 

Diverses mCthodes (Talmi 1952, Moshinsky 1959, Kumar 1966a, Gal 1968, Trlifaj 
1972 et Raynal 1976) ont conduit leurs auteurs B des expressions des ClCments de la 
matrice de transformation. Certains auteurs (Baranger et Davies 1966, Efros 1973, 
DobeS 1977, Fieck 1979) utilisant l’une ou l’autre des mCthodes prCc6dentes ont 
proposC de nouvelles expressions des ClCments de la matrice de transformation. Parmi 
ces travaux nous en distinguerons deux: le travail de Efros (1973) et celui de Kumar 
(1966a). Efros (1973) a utilis6 la mCthode proposCe par Moshinsky ainsi qu’une 
propriCtC des symboles 9 - j  (voir Yutsis et Bandzaitis (1965)) pour obtenir, dans le cas 
oii deux nombres quantiques principaux sont nuls, une expression des coefficients qui 
est 2 notre connaissance la plus simple de la littkrature. Kumar (1966a) a utilis6 une 
fonction gCn6ratrice de la base sphCrique de l’oscillateur harmonique et a obtenu une 
fonction gCnCratrice des coefficients de Talmi ainsi qu’une expression de ces coefficients 
B la fois simple et remarquable par sa symktrie. Mais pour le calcul des coefficients de 
Talmi, Kumar (1966a) a dCveloppC sa fonction gknkratrice sur la base de la reprCsen- 
tation couplCe de quatre moments angulaires ce qui rend inkvitable l’introduction dans 
l’expression de ces coefficients des symboles 9- j  dont le calcul s’avbre long. 

Le grand intCrtt qu’ont suscitk, notamment sur le plan thCorique, mais aussi sur le 
plan pratique, les travaux de Schwinger (1965) et de Bargmann (1962) sur le groupe des 
rotations nous a incitC Q utiliser leurs rCsultats et A Ctendre leurs mCthodes au calcul des 
coefficients de Talmi et des coefficients de Moshinsky et Smirnov. Dans les travaux de 
Schwinger et de Bargmann les fonctions gCnCratrices utilisCes sont choisies de telle 
sorte que leur dCveloppement fasse interveiiir exclusivement des mon6mes complexes 
dont la puissance est exprimCe par des parambtres qui sont fonction de nombres 
quantiques de la base de la reprksentation employke; ce qui fait que dans le calcul des 
61Cments de passage d’une base de reprksentation B une autre, il suffit de connattre ces 
paramktres pour obtenir les ClCments de passage. Dans notre travail nous proposons 
une fonction gCnCratrice de la base sphCrique dont le choix est fait comme le font 
Bargmann et Schwinger et, en n’utilisant que des opkrations mathkmatiques 61Cmen- 
taires, nous obtenons une fonction gCnCratrice des coefficients de Talmi. Par la mtme 
mCthode en utilisant en outre des rksultats des travaux de Bargmann et Schwinger sur le 
groupe des rotations nous obtenons une fonction gCnCratrice des coefficients de 
Moshinsky et Smirnov. 

Dans cette Ctude nous consacrons la seconde partie Q la dCfinition des coefficients de 
Talmi et des coefficients de Moshinsky et Smirnov. Dans la troisibme partie nous 
construisons la nouvelle fonction gCnCratrice de la base sphCrique de I’oscillateur 
harmonique (cf la relation (3.4)). La quatribme partie prCsente la nouvelle fonction 
gCnCralrice des coefficients de Talmi (cf la relation (4.3)). Nous dCduisons de cette 
fonction gCnCratrice une nouvelle expression des coefficients de Talmi (cf la relation 
(4.15)). De plus, nous obtenons une nouvelle expression de ces coefficients dans un cas 
particulier (cf la relation (4.19)). Finalement, Q l’aide de cette dernibre expression et A 
partir d’une nouvelle formule de rtcurrence (cf la relation (4.21)) nous proposons une 
nouvelle mCthode pow calculer les coefficients de Talmi. Dans la cinquibme partie nous 
donnons la nouvelle fonction gCnCratrice des coefficients de Moshinsky et Smirnov (cf la 
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relation (5.6)). Nous deduisons de cette fonction gknkratrice une nouvelle expression 
des coefficients de Moshinsky et Smirnov (cf la relation (5.11)’). Cette expression 
permet alors de retrouver la formule obtenue dans le cas particulier trait6 par Efros 
(1973). Enfin, la sixikme partie est consacrke B une nouvelle relation entre les 
coefficients de Moshinsky et Smirnov (cf la relation (6.3)). Dans l’appendice 1 nous 
donnons quelques propriktks de la fonction 2 dkfinie B partir du travail de Kumar 
(1966b) et utile pour le calcul des coefficients de Talmi et de Moshinsky et Smirnov. 
Dans l’appendice 2 nous remarquons que notre fonction gknkratrice des coefficients de 
Moshinsky et Smirnov se dkveloppe de diff krentes manikres et nous exploitons ceci 
pour dkriver une nouvelle expression de ces coefficients (cf la relation (A2.3)) qui 
parallkle celle de DobeS (1977). 

2. Preliminaires 

La base sphkrique de l’oscillateur harmonique se dtfinit dans la reprksentation { r }  par: 

oC r = ( x ,  y ,  z ) ,  L t + 1 ’ 2 ) ( r 2 )  est un polynbme de Laguerre (voir Messiah (1965)), y i m ( r )  
est une harmonique sphkrique et 

La fonction d’onde couplke de deux particules s’kcrit dans la reprksentation {rl, r2}  sous 
la forme: 

oh (11/2mlm21Ap) dksigne un coefficient de Clebsch et Gordan. Pour simplifier nous 
utiliserons les abrkviations: 

In(r)) = lnlrn(r)), 

/n l ( r l )n2(r2) ;  A p )  = In1/1(rdn2l~(r2);  A p ) ,  

In 1 ( d n 2 ( r 2 ) )  = l~tl(rl))ln2(r2)).  

Les coordonnkes r l  et r2 des deux particules sont lites B la coordonnke relative R I  et B la 
coordonnke du centre de masse R2 par une transformation orthogonale que nous 
kcrivons sous la forme gknkrale (voir Smirnov (1962)): 

r1 = cos 4Rl +sin dR2, r2 = sin dR1 -cos dR2 .  (2.3) 
La conservation de l’knergie et de la paritk conduit aux rkgles de sklection suivantes: 

L1 + L2 = 11 f 12 .  (2.5) 
Dans la base de la reprksentation couplke de deux particules le passage de la reprksen- 
tation { r l ,  r2 }  B la reprksentation {R1, R2} se fait B l’aide des coefficients de Moshinsky et 
Smirnov qui s’kcrivent ( n 1 ( r l ) n 2 ( r 2 ) ;  A 1N1(R1)N2(R2); A ) .  Les coefficients de Talmi 
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(nl(rljn2(r2)ihTl(R1)N2(R2)) sont liCs aux coefficients de Moshinsky et Smirnov par la 
transformation: 

3. Fonction generatrice de la base spherique de I'oscillateur harmonique 

En partant de la fonction gCnCratrice des polynbmes de Laguerre (Schwinger 196.5) et 
de la fonction gCn6ratrice des harmoniques sphkriques (Schwinger 1965) nous pouvons 
construire une fonction gCnCratrice de la base sphCrique de l'oscillateur harmonique. 
La fonction gCnCratrice des harmoniques sphCriques est donnCe par: 

( b .  r)' 
1 / 2 Y / m ( r )  =1, 

5r+m771-m 
m = - / [ ( l + m ) ! ( l - m ) ! ]  2 I !  (3.11 

oh b est un vecteur de longueur nulle (c'est-8-dire b 2  = 0) dont les composantes sont: 

by = -i([ + q  j, 2 2  b, = -t2 + v2, b, = 2577. 

En adoptant les notations de Bargmann (1962), nous poserons: 
rl+m-/-m 

(3.2) 

oh [ O =  (5, 77) et Olm(to)  reprCsente une base dans l'espace de Bargmann avec la mesure 

,-(EF+rrr?) 

d p  (E ' )  = 2 d5  d ~ ,  
7T 

O l j  

6 = x + iy, q = x' + iy', 

avec 

d[ = dx dy, dq  = dx' dy'. 

La fonction gCnCratrice des polynBmes de Laguerre est donnCe par (Schwinger 1965): 

(3.3) 

La fonction gCnCratrice de la base sphCrique G ( z ,  to, r )  s'obtient en multipliant (2.1) 
Par 

puis en effectuant la sommation par rapport 8 n, I ,  m et enfin en utilisant les expressions 
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(3.1) et (3.3). Ceci conduit A :  

= N n ~ ~ u 2 n y ~ m ( u ) / n ( r ) ) ,  n !  
nlm 

(3.5) 

simplifie grandement le calcul des ClCments de passage de la repkentat ion cartksienne 
isotrope ou anisotrope A la reprbsentation sph6rique. Mais nous ne d6velopperons pas 
ce point ici (voir Hage Hassan (1980)). 

4. Coefficients de Talmi 

4.1. Expression ginirale des coeficients de Talmi 

En utilisant la fonction gCnCratrice de la base sphbrique (3.4) nom pouvons obtenir la 
fonction gCnCratrice G(s, $ 5 ,  p )  des coefficients de Talmi. Pour cela nous remplaGons 

lnl(rl)), Inz(rz)>, IN1 (RI)) et INZ(R2)) 

dans I'expression (2.6) respectivement par leur fonction gCnCratrice 

G(s1, 5l, r l ) ,  G(sz, t2,  rz), G(Si, t',, RI)  et G(%, P, Rz) .  
Nous avons: 

G(s, s, E, 2) = \ I? [G(sl, E', rL)G(Sl, S'j, R I )  d3R11 

- 

1 = 1  

r : l + s l  a l . r l  r ; I + s z  a2.r2 
_ -  -+--- - +- xexp( 2 1 - S l  2(1-s1) 2 1-s2 2(1-s2) 

(4.1) -- R: - l+Sl+ Al .R1  R; l + $  " %) d3R1 d3R2, 
2 1-s, 2(1-S1) 2 l-S2+2(1-S2) 
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avec 

~ ( s ,  S )  = 1 -sin2 4(slS2+sZS1)-cos2 ~ ~ S ~ S ~ + + ~ S ~ ) + S ~ ~ ~ S ~ S ~ ,  

et 

~ ( . v , S , ~ , ~ ) = a ~  .a2(S2-S1)sin4 c o s ~ + a 1 . X 1 ( ~ - S 2 ~ ~ ) c o s ~  

+ a l  , A2 sin 4(1- s2S1) + a2 . Al(1 -Szs,) sin 4 
- a2 .A2cos4(1 - s1S l )+A1  .A2(s2-s i ) s in4   COS^, 

a1 * a2 = - 2 E  5 1 , 
O i  

a , .  A, = 2(5'5')', i , j = l , 2 ,  1 2 2  

avec 

[5,5'l= 51? - V I Z ,  ( 5 F )  = S,s:+ TI?. 

La fonction giniratrice des coefficients de Talmi (4.2) prisente un grand int6ri.t pour le 
calcul des coefficients de Moshinsky et Smirnov que nous exposerons dans le prochain 
paragraphe. L,e calcul des coefficients de Talmi peut t t re  dCduit de la relation (2.6) dans 
laquelle il suffit de reporter l'expression des coefficients de Moshinsky et Smirnov. Mais 
ici nous allons exposer une autre manikre d'obtenir les coefficients de Talmi en partant 
de leur fonction g6nCratrice (4.3). - 

Le diveloppement de G(s, $, 6, 5') s'icrit: 

(4.4) 

(4.5) 

( 2 )  = (3, - SJ (1 - S 2 s 2 ) i (  1 - szS1) (1 - Sl Sz) '  (1 - s IS1)" (SI - S Z y ,  
(4.6) 

u = i + j +  k + I+m +n.  

La dktermination des coefficients de Moshinsky et Smirnov exige que les indices de 
sommation dans I'expression (4.4) soient les mtmes que c e u g u i  interviennent dans 
l'expression (4.2). Compte-tenu du fait que les modules tl, fl, t2 et ont respec- 
tivement pour exposants 211, 2L1, 212 et 2L2, nous remplaqons dans l'expression (4.4) la 
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sommation sur i, j ,  k,  1, m, n par une sommation sur 11, 1 2 ,  L 1 ,  L 2 ,  i, j telle que: 

i + j +  k = 1 1 ,  

i+ l+m=12,  1 = L 1 - A 1 - i - j ,  A I  $LI + L2 - ( 1 1  + 12)1, 

j + l  + n  = L1, 

k = ll - i - j ,  A = (L2- L1+ 12- 11)i 

(4.7) 
m = A + j ,  (T = ( 1 1  + 12+L1+ L2):. 

k + m  + n  = L2,  

Par la suite nous conserverons la notation i, j ,  k,  1, m, n. Pour Ccrire le ddveloppement 
des expressions (1) et ( 2 )  nous utilisons des coefficients de couplage 

n = A l + i .  

oc I,, L,, in, et MI sont les nombres quantiques orbitaux et magndtiques (voir l’appendice 
1). Ces coefficients 2 posskdent les propridtds de symCtrie des coefficients S que 
Kumar (1966b) a introduits dans son Ctude des couplages symktriques du moment 
angulaire mais ils different de ces derniers par un facteur de phase (voir l’appendice 1). 
Ainsi: 

avec 

wl(i j )  = ( ( 2 i ) !  ( 2 j ) !  ( 2 k ) !  (21)! ( 2 m ) !  (2n)!)-’ ,  J 11 + I , +  L1+ L2. 

De mEme: 

(4.8) 

(4.9) 

avec 

w2(it j ) = ( i ! j ! k ! / ! m ! n ! ) - ’ ,  

2t1= 11 f A, 2t2 = 12-  A ,  2t3 = L1 + A ,  2t4 = L2- A, 
4 

T = t l  + t2 + t3 + t4  et c P I  = 0.  
i = 1  

Pour calculer les coefficients 2, nous remarquons que dans le cas 06 p 4  = t4 nous 
pouvons les exprimer en fonction des symboles 3-jm, soit: 

(4.10) 
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Oil 

t i  = t l - z k ,  t ;  = t 2 - 3 7 ,  t i  = t 3  -Zn, 

p i  = - p i - i k ,  
et en utilisant la formule de rkcurrence suivante: 

T’ = t i  + t i  + t i ,  1 1 .  1 

P ;  = - w 2  - ij, p i  = - P r t n ,  

qui est une gknkralisation de la formule de rkcurrence des symboles 3-jm (Edmonds 
1957), nous obtenons tous les coefficients 2. Pour le calcul complet des coefficients de 
Talmi il est nkcessaire de connaitre les coefficients du dkveloppement de 
I/[P(s, S)]‘+3’2. NOUS posons: 

(4.12) 

le changement de s1 en $1 et s2 en 3 2  ne modifie pas l’expression ci-dessus de mtme que 
le changement de s1 en s2 et sl en S2, ainsi: 

n ; ,n ; )  (N;,N;j ( n ’  n ’ )  Gvi,Ni)(4) = uP(ni,n$j ( 4 )  = T(;;,&j(4) = uP;~:i’c4). 
De l’expression (4.12) nous dkduisons: 

tan 44i 
(4.13) cos 42(n;+N;)-4m ? i ! ( N i  - n i  + i ) ! ( N i  - m - i ) ! ( n i  - -m- i ) ! ’  

O h  

3 d = n i  + n ;  = N ;  + N ; ,  r = a + T .  

Dans le cas particulier oil n { = 0 l’expression prkckdente s’kcrit: 

(4.14) 

Nous obtenons les coefficients de Talmi en reportant dans l’expression (4.4) le 
dkveloppement des expressions (4.8), (4.9) et (4.12) puis en ktablissant la comparaison 
avec l’expression (4.2). Ceci conduit a l’expression finale: 

(nl(rl)n~(rz)lN1(Rl)Nz(R2)) 

(- 1)Ll-=Z-Ml-Mz [ ( J  + l)! l l /* 
22u 

X 

(4.15) 
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avec 

O h  

1911 

(4.16) 

(4.17) 

I1 faut noter que l’expression (4.15) est particulikrement adaptCe B un calcul machine. A 
ce sujet nous pouvons faire les remarques suivantes. Pour calculer les coefficients de 
Talmi, nous avons utilis6 les expressions (4.10) et (4.11) qui donnent les coefficients 2 
1es indices i et j devant satisfaire les relations (4.7), ceci entrake que le nombre de 
coefficients 2 est limitC. Par ailleurs, leurs propriCtCs de symCtrie diminuent considCr- 
ablement le nombre des coefficients B calculer. Le calcul des coefficients 

s’obtient B l’aide de la relation (4.13) et le nombre de ces coefficients qu’il faut calculer 
est grandement diminuC du fait des symCtries qu’ils prksentent. Connaissant les 
coefficients 2 et 

( n ; , n ; )  
‘ ( N i , N i )  (419 

il est ais6 de calculer les coefficients C~~lnz ,NINz)  d’aprks la relation (4.16) en tenant 
compte de (4.17) qui limite le domaine des valeurs des indices pl, p 2 ,  p3 et restreint les 
op6rations de calcul. 

4.2. Coeficients (0l1 - ll(rl)O12m~(r~)JN1(RI)N2(R~)) et formules de ricurrence 

Nous allons traiter un cas particulier oh dans l’expression gCnCrale des coefficients de 
Talmi deux nombres quantiques radiaux sont nuls et un nombre quantique magnktique 
prend sa valeur minimale. Dans le cas 06 n1 = n2 = 0 l’expression (4.16) devient: 

(4.18) 

si nous prenons m l  = -11 nous obtenons B partir de la relation (4.10) une expression des 
coefficients 2 que nous reportons dans la relation (4.15). Ceci nous am&ne B l’expres- 
sion nouvelle: 

- ( - l ) N 2  [n:=l (2Li + 1)(21i + 1 p 2  -- 
N I !  N2! ( 4 d 2  



1912 M Hage Hassan 

(4.19) 

Pour le calcul numkrique des coefficients de Talmi dans le cas gCnCral nous pouvons 
alors utiliser l’expression prCcCdente con jointement avec deux forrnules de r6currence 
que nous Ctablissons maintenant. 

Nous reportons la relation (4.11) dans l’expression (4.15) et nous obtenons une 
relation de rkcurrence entre les coefficients de Talmi (relation de rkcurrence qui peut 
aussi stre obtenue i partir de I’expression (2.5)), i savoir: 

C [ ( I ,  - ml)(li  + m, + 1)11’2(~11(m1 +- ~~,l)(r1)0l2(m2 + ~ , , z ) ( r 2 ) 1 ~ 1 ( ~ 1 ) ~ 2 ( ~ 2 ) )  
2 

i = 1  
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(Nous avons obtenu la relation (4.21) en utilisant les propriCtCs des polyn8mes de 
Laguerre et des harmoniques sphkriques.) L’expression (4.19) et les formules de 
rkcurrence (4.20) et (4.21) permettent une autre alternative de calcul des coefficients de 
Talmi beaucoup plus simple que la mtthode habituelle. Habituellement pour calculer 
les coefficients de Talmi on utilise l’expression des coefficients de Moshinsky et 
Smirnov. On part de I’expression donnCe par Efros (1973) dans le cas oh deux nombres 
quantiques principaux sont nuls qui est B notre avis l’expression la plus simple des 
coefficients de Moshinsky et Smirnov dans ce cas particulier puis on utilise des formules 
de rCcurrence qui permettent le calcul de tous les autres coefficients de Moshinsky et 
Smirnov; enfin utilisant ces derniers et la relation (2.6) on aboutit B I’expression des 
coefficients de Talmi. 

Notre mCthode est plus avantageuse que la mCthode habituelle parce qu’elle est plus 
directe; en effet les deux mCthodes font intervenir des formules de rCcurrence analo- 
gues mais le calcul de I’expression (4.19) est plus rapide que le calcul de l’expression de 
Efros (1973) parce qu’elle ne contient qu’une sommation sur un seul indice et la 
mCthode habituelle est encore plus longue que la notre du fait de I’emploi de la relation 
(2.6). 

4.3.  Autres cas particuliers 

Dans le cas oh nl  = ll = ml = 0 ,  la relation (4.15) se simplifie considCrablement et, Q 
I’aide des expressions (4.14) et (4.10), conduit 8: 

(0  ( r  1 1, n 2 (r2 ) IN1 ( R  1 ) , N2 ( R  2 )) 

Nous constatons que cette dernikre expression est la mEme que celle obtenue par 
Kumar (1966a). 

Dans le cas oh tous les indices sont nuls sauf les ni et Ni, nous avons: 

qui est difficile 8 obtenir par la mCthode de Kumar (1966a). 
Dans les autres cas particuliers, pour obtenir les autres coefficients par exemple, 

dans le cas oh n1  = 0 et oh les autres nombres quantiques sont diffCrents de zCro il suffit 
de poser sl = 0 dans l’expression (4.3) puis de la dCvelopper et enfin de la comparer A 
I’expression (4.2) oh on pose aussi s1 = 0. 

5. Coefficients de Moshinsky et Smirnov 

5.1. Fonction gknkratrice de la base de la reprksentation couplke 

Pour calculer les coefficients de Moshinsky et Smirnov il suffit de construire la fonction 
gCnCratrice de la base de la reprksentation couplCe. Nous la d6duisons de la fonction 
gCnCratrice de la base sphCrique G(z ,  to, r )  et de la fonction gCnCratrice lU(& T ,  7) des 
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symboles 3-jm. La fonction gCnCratrice de la base de la reprksentation couplCe de deux 
moments angulaires dans l'espace de Bargmann introduite par Schwinger (1965) 
s'Ccrit: 

Nous exprimons les harmoniques sphCriques en partant de la relation (3.1) et en 
utilisant les propriCtCs de l'espace de Bargmann. Nous obtenons ainsi: 

En remplaGant dans (2.2) les coefficients de Clebsch et Gordan par les symboles 3-jm et 
les harmoniques sphCriques par leur expression (5.2), nous obtenons: 

I n l ( r d 4 3 ) ;  131713) 

(- 1) 'l- '2+m3 [rI?=l (21j + 1 ) p 2  
47T 3 / 2  N n i ' i N n z l z  

- - 
7T 

En multipliant (5 .3)  par 
~ ; 1 ~ ; 2  ( - 1 ) ' l - ' Z + m 3  

47T @ i 3 m 3 ( t 3 )  c i I lz /2  ( T ) ,  
N n l / l N n Z l Z  [n?=l (21, + 1)]'12 

et en effectuant la sommation sur n l ,  117 n 2 ,  1 2 ,  13, m3 nous obtenons 
gCnCratrice de la reprksentation couplCe que nous noterons G ( r l ,  r2 ) :  

( 5 . 3 )  

la fonction 

nz'z 
m i 3  

x ~ , / , m , ( t ~ )  € i l / Z / 3  (~)Ifi1(r1)n2(r2); 1 3 ~ 3 ) .  

De plus en utilisant une fois I'expression (5.3) et deux fois l'expression (3.4) nous 
obtenons: 

Dans (5.4) nous pouvons remplacer la quantitC entre crochets par le conjuguC de 
l'expression (5.1). En effet, le dCveloppement des fonctions gCnCratrices G(zi, ti, ri) 
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s’effectue sur des valeurs entikres de 1,  et 12 et de ce fait l’intkgration dans l’expression 
(5 .4)  oh le crochet a CtC remplacC par le conjuguC de (5 .1)  donne une contribution nulle 
lorsque I l  ou l 2  est demi-entier. Nous obtenons ainsi: 

2 

G(r1, r2) = 1 (L(5, 77, 7) n G(zl ,S‘ ,  r r )  d @ ( t l )  d ~ ( ( 5 ~ ) .  ( 5 . 5 )  

Notons que ce procCdC peut facilement t t re  gCnCralisC pour obtenir la fonction 
gCnCratrice de la reprksentation couplCe de plusieurs particules: il faut faire varier i de 1 

n dans la relation (5.5) et il faut remplacer $(& 7, T )  par la fonction g6nCratrice de la 
reprksentation couplCe de n moments angulaires (Schwinger 1965) dans l’espace de 
Bargmann. 

r=l  

5.2. Coeficients de Moshinsky et Smirnov 

La fonction gCnCratrice G M S  des coefficients de Moshinsky et Smirnov est le 
recouvrement de la fonction gCnCratrice de la reprksentation couplte dans la reprCsen- 
tation ( R l ,  R2) et dans la reprksentation (rl, r2) (voir (5 .5) ) .  Ainsi Q I’aide de (5.5) et de 
(5.4) nous pouvons Ccrire l’expression de G M s  sous la forme intCgrale: 

ou sous la forme dCveloppCe en fonction des coefficients de Moshinsky et Smirnov: 

(5 .7)  

avec 

[L , ]  = 2Lj + 1 et [lj] = 21, + 1.  

La quantitC 

reprCsente la fonction g6nCratrice des coefficients de Talmi et nous la remp1ac;ons par 
son expression (4.4). Nous utilisons alors (Bargmann 1962): 
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avec 
E ( t )  = t1[5152]+ t 2 [ 5 1 5 “ 1 + t 3 ( 5 1 ~ ) + t 4 ( 5 2 ~ ) + f 5 ( 5 2 ~ ) + t 6 [ 5  7 - 7 2  5 1, 

otI t l ,  t2, t3,  t4, t5 et t6 sont des paramktres et 
- s = 1 - 7 3 t 1  - T i t 6  + T k i < ( t l t 6 -  t 2 t 5  + t 3 f 4 ) .  

Ainsi nous pouvons eff ectuer l’intigration dans l’expression (5.6). 

Edmonds (1957)) nous obtenons: 
En tenant compte de l’expression des coefficients de Clebsch et Gordan (voir 

avec 

I1 = -- + L l - i ,  +L2-i, j 3  = A ,  
J 1 -  J 2  

2 
j 2  = ~ 

, J1-Jz ’ 

2 

ml =il-Zi, m2 = 2m - j 2 ,  m3 = -12 + 1 1 ,  (5.10) 

J1= 11 + 12 + A ,  J2 = L1+ Lz+A. 

En remplagant (2)  et l / [ P ( s ,  s)]‘’3/2 par leurs expressions respectives (4.9) et (4.12) 
dans l’expression (5.9) puis en comparant le rCsultat obtenu Q la relation (5.7), nous 
obtenons l’expression des coefficients de Moshinsky et Smirnov: 

(Ni (Ri )Nz(R2);  A Ifli(riIflz(r2); A )  

( - l ) J 2  

(477) 2 
- 2 ~,[[~1I[~~I[LlI[L~](J1-~~)!(J2-2A)!(J~+ 1)!(J2+1)!]’ /2  

oh les coefficients C ~ n l n 2 . ~ , ~ ~ 2 )  sont donnCs par l’expression (4.16) prtckdemment 
exposCe ainsi que la mtthode qui permet leur calcul numtrique. 

l’expression des coefficients de Moshinsky et Smirnov donnte par 
Raynal (1976) (voir (12) et (61)) ou Q l’expression donnCe par Dobe3 (1977) (voir (6)), 
notre expression dont la dCrivation ne fait intervenir que des optrations mathkmatiques 

ComparCe 
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ClCmentaires s’avkre nettement moins compliquCe que celles de ces auteurs. Le 
programme de calcul des coefficients de Moshinsky et Smirnov est d’une mise en oeuvre 
rapide en partie du fait de la simplicit6 de l’expression formelle et d’autre part parce que 
les coefficients 2 et les polyn6mes 

uP;2;3:l (4 1 
qui interviennent dans les &tapes du calcul posskdent des propriCtCs de symCtrie et que 
les indices ont un domaine de variation limit6 qui permet de rkduire ConsidCrablement 
le temps de calcul-machine. 

Dans l’appendice 2 nous exposons une autre m a d r e  d’obtenir une expression 
formelle permettant le calcul des coefficients de Moshinsky et Smirnov. 

5.3. Cas particulier traite‘ pur Efros 

Dans le cas oh deux nombres quantiques principaux sont nuls, c’est-A-dire le cas trait6 
par Efros (1973) ,  nous dCduisons simplement de l’expression (5 .11)  le rCsultat obtenu 
par cet auteur. 

I1 suffit de poser n l  = n 2  = 0 pour obtenir: 

et de (5.10) nous deduisons que: 

jl = L 1 ,  1’2 = L2, j 3  = A.  

Pour suivre la notation de EEros, nous remplaqons j ,  k,  1, m par: 

avec 

L2 A )(tan 4 ) 2 t .  
t 1 ; - t  t - 1 ;  12-11  

[ ( 2 j ) !  ( 2 k ) !  (21) !  ( 2 n 1 ) ! ] ” ~  
i !  k ! I !  m ! 

x 1 (-1y- 

(5 .12)  

Remarquons que dans le travail de Efros ces ClCments sont not&: 
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Efros calcule les coefficients de Moshinsky et Smirnov dans ce cas particulier en 
utilisant une propriCtC des symboles 9- j  (voir Yutsis et Bandzaitis (1965)) tandis que 
dans notre mCthode nous n’avons pas B faire &tat de cette propriCtC (qui est implicite) de 
telle sorte que le calcul se fait simplement en remplaGant, dans l’expression gCnCrale des 
coefficients de Moshinsky et Smirnov, les nombres quantiques par leur valeur parti- 
culikre dans ce cas. 

6. Relations entre les coefficients de Moshinsky et Smirnov 

Nous allons Ctablir des relations entre les coefficients de Moshinsky et Smirnov B l’aide 
de la fonction gCnCratrice de la base sphCrique (3.5) utilisCe prCcCdemment par Kumar 
(1966a) et Wong (1970). Ces relations sont particulikrement utiles pour verifier les 
calculs numCriques qui conduisent aux coefficients de Moshinsky et Smirnov. 

Nous multiplions l’expression (2.2) de la base de la reprksentation couplCe par 
2n ,+ l ,  2nz+ lz  K(11, 12,  n1, n2)21 2 2  

O i l  

puis nous utilisons I’intCgrale de Gaunt de 3 harmoniques sphiriques (voir Edmonds 
(1957)). En faisant la sommation par rapport B n l ,  11, ml ,  n 2 ,  1 2 ,  m2 nousobtenons alors: 

C K ( ~ I ,  12,  ni ,  n 2 ) ~ 1  2 2  Ini(rl)nz(rz); A p )  
n z h  

2n ,+ l ,  2nz+lz 

x sin 6’ de’ d+‘, (6.1) 
avec z l = z l i  et z 2 = z 2 i  oh i est un vecteur unitaire du type i = i ( 6 ,  4 ) .  Nous 
reconduisons les mtmes calculs pour la deuxikme fonction d’onde iN1(R1)N2(R2); Ap) .  
A partir du rksultat ainsi obtenu et de l‘expression (6.1) nous dCduisons: 

n 111 nztz  
Ni L I N z  Lz 

t2n1+11 r2nz+lz c K(L1, L2, N1, N2)K(ll, 12,  n1, a2121 2 2  

x z : N 1 + L 1 ~ : N z + L z  (Ni(Ri)N;!(R2) ; Ia1(rl)n2(r2); A p )  
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En remplacant rl et r2 par leur expression (2.3) en fonction de R1 et R2, puis en 
eff ectuant I’intCgration dans l’expression (6.2), nous obtenons une relation nouvelle 
entre les coefficients de Moshinsky et Smirnov, B savoir: 

C K(L1,  L2, NI, N2)K(II, 12, n1, n2)W1(R1)N2(R2); ~ l n l ( r h ( r 2 ) ;  A )  

L1 + L2- A L1- L2 M’ = -(NI - N*) - ~ 

2 ’  2 ’  
n’ = ( N I  + N2) + 

Enfin d:M,M,)(24) est 1’ClCment de la matrice de rotation (voir Edmonds (1957)). La 
sommation sur n l ,  11, n2, 1 2 ,  N1, L1, N 2 ,  L2 est limitCe par 

2nl  + lI = x, 2 n 2 - k  12 = y, 

2N1+ L1= 2 ,  2N2+L2= t, 

oh x, y ,  2 ,  r sont des nombres entiers positifs. 

7. Conclusion 

Une fonction gCnCratrice de la base sphCrique de l’oscillateur harmonique a CtC 
construite puis utilisCe pour calculer par des opirations mathkmatiques ClCmentaires 
les coefficients de Talmi et  les coefficients de Moshinsky et  Smirnov en suivant la 
mCthode de travail de Bargmann (1962) et Schwinger (1965). 

Le dCveloppement de la fonction gCnCratrice des coefficients de Talmi s’impose 
naturellement dans la base de la reprksentation symitrique (Kumar 1966b) et nous 
donne une expression des coefficients de Talmi qui est nouvelle, qui posskde une 
symCtrie Cquivalente B celle qu’on observe dans l’expression donnCe par Kumar 
(1966a) et qui ne fait pas intervenir les symboles 9-j. L’expression des coefficients de 
Talmi peut 2tre facilement programmCe, elle permet un calcul rapide des coefficients en 
raison des symCtries qui apparaissent, du fait que beaucoup de coefficients sont nuls et 
que les indices de sommation ont un domaine de variation limitb. De cette nouvelle 
expression des coefficients de Talmi nous dCduisons naturellement le calcul des 
coefficients dans des cas particuliers, retrouvant ainsi certains rCsultats de la litterature 
et en obtenant de nouveaux. Dans le cas oh deux nombres quantiques radiaux sont nuls 
et oh un nombre quantique magnCtique est minimal, nous obtenons une expression 
simple des coefficients de Talmi qui ne contient qu’un seul indice de sommation et qui 
nous parait particulikrement intkressante non seulement par elle-m6me mais surtout 
parce qu’elle permet la dCduction par rCcurrence de tous les autres coefficients. 

De la fonction gCnCratrice des coefficients de Moshinsky et Smirnov nous diduisons 
une expression nouvelle de ces coefficients oh n’apparaissent que des symboles 3-jm et 
des coefficients de la reprbsentation symCtrique (Kumar 1966b) calculCs i partir des 
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symboles 3-jm. Tous ces ClCments possbdent de remarquables propriCtCs de symCtrie; 
de plus un grand combre d’entre eux s’avbrent nuls ce qui diminue considkrablement le 
nombre des opCrations de calcul numCrique. Notre expression est particulibrement 
simple en comparaison de l’expression proposCe par Raynal(l976) (voir (12) et (61)) et 
de l’expression rCcemment proposCe par DobeS (1977) (voir (6)) et elle se prcte B un 
calcul numkrique rapide des coefficients de Moshinsky et Smirnov. Dans le cas oh deux 
nombres quantiques principaux sont nuls nous retrouvons, par simple remplacement 
des indices par leur valeur, l’expression donnCe par Efros (1973) sans etre obligC de 
faire appel aux propriCtCs des symboles 9-j. Cet exemple est significatif car il illustre 
1’intCret de la mCthode que nous utilisons; en effet notre mCthode se prcte B une 
gCnCralisation dans les cas oh la base de la reprksentation est fonction des coordonnCes 
de plus de deux particules, le calcul des Cltments des matrices des transformations de 
Moshinsky et Smirnov pouvant &tre effectuC sans connaissance prCalable des symboles 
3n-j, rCsultat que les autres mCthodes ne peuvent pas atteindre. De la fonction 
gCn6ratrice des coefficients de Moshinsky et Smirnov nous dCduisons, dans l’appendice 
2, une autre expression des coefficients de Moshinsky et Smirnov qui peut se comparer 
avantageusement A l’expression donnCe par Dobei (1977) car elle est moins 
compliqube; de plus elle contient des coefficients qui possbdent des symCtries ce qui 
prCsente un grand intCr5t dans les calculs numCriques en minimisant le temps-machine. 

Dans ce travail nous avons Cgalement obtenu une nouvelle relation entre les 
coefficients de Moshinsky et Smirnov qui se rCvble utile pour effectuer la vCrification des 
calculs numCriques de ces coefficients. 

Pour finir, signalons que notre fonction gCn6ratrice de la base sphCrique de 
l’oscillateur harmonique pourrait &tre intkressante pour la dktermination des ClCments 
de matrice de certains types de potentiel (potentiel Gaussien par exemple). Enfin, 
notons que notre approche pourrait aussi etre utilisCe dans d’autres domaines de la 
physique (physique atomique et molCculaire par exemple); il est possible en effet 
d’adopter une autre base que la base sphCrique de l’oscillateur harmonique et de 
construire par notre procCdC la fonction gCnCratrice de cette nouvelle base. 

Appendice 1 

Nous donnons d’abord la dkfinition des coefficients 2, puis nous les comparons aux 
coefficients S introduits par Kumar (1966b). 

Les coefficients 2 sont dCduits de l’expression ci-dessous: 

oh les aii sont des entiers positifs et oh w = ( r I i< ja i j ! ) - l  avec i, j = 1, 2, 3, 4. Si nous 
divisons les deux membres de l’expression (Al . l )  par r I 4 = 1  qfji  et si nous posons 

= ti, nous obtenons le rCsultat suivant: 

En comparant I’expression (A1.2) B l’expression (4.1) donnCe par Kumar 1966b), nous 
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remarquons que la seule diffCrence consiste dans la faqon d'ordonner les termes du 
produit dCsignC par n,,, ( t l  - t ,)"i~ dans l'expression (A1.2) et not6 n:, ( t l  - t,)"if dans 
l'expression (4.1) de Kumar (1966b). Ceci explique que les coefficients 2 et les 
coefficients S ne diffkrent que par un facteur de phase. Plus prCcisCment on a: 

= ( - l ) a11+"24s .  

I1 est clair de ce fait que les coefficients 2 posskdent des propriCtCs de symCtrie 
identiques A celles des coefficients S. Ain6, en permutant les colonnes ( j l ,  m,) et 
( j k ,  mk),  il vient: 

. . .  j i  . . .  ] k  . . .  
) . . . m i . .  . m k . .  . 

- - ( -1)cy13+"24s( .  . .  i i  . . .  
. . .  mi. .  . 

De mtme, on peut montrer que: 

(A1.3) 

(A1.4) 

Appendice 2 

Dans l'expression de la fonction gCnCratrice des coefficients de Moshinsky et Smirnov 
(5.9) la prCsence de {2}/[P(s, s)]"'3'2 qui peut Etre dCveloppC de plusieurs manikres 
entrahe la possibilitk d'obtenir plusiers types de formules donnant les coefficients de 
Moshinsky et Smirnov. Nous exposons ici une autre manikre d'obtenir une expression 
formelle, fonction des symboles 3-jm, qui permet le calcul des coefficients de Moshinsky 
et Smirnov. 

Wous remarquons qu'en posant: 
- - 

58 
s 2 = - ,  

5 2  5: 
s2=-, 

51 SI==---, 
771 772 77; 

la quantiti dans l'accolade (2) de l'expression (5.18) s'Ccrit: 

(A2.1) 
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avec 

Le calcul de l’inttgrale dans l’expression ci-dessus peut 6tre men6 A bien 2 l’aide de 
l’expression (5 .8 ) .  Ceci conduit 2: 

x ( fi [ (T I  - 2t,)! (T2 - 2 t & ) ! ] ( T l  - 2 t ) !  ( T2 - 2 t ) !  
n = l  

avec 

T1 = ti + t2 + t3, 

t1=- 
2 ’  

A=$(L1-L2+12-11), 

T2 = t i  + t i  + t i ,  t3 = t ;  = t, 

1 1 + A  12-  A L l + A  L 2 - A  
2 ’  2 -- t’ - t’l =- 

2 ’  
t 2  = - 

2 ’  

. I  11 - i  ., 12-i 
2 ,  1 2  =- 2 ’  I1 =- j k  = t, 

Dans l’expression ( A 2 . 2 )  nous dkveloppons 

et 

sur les bases 

et 

(voir Bargmann (1962) ) ,  puis nous utilisons l’expression (5.5) et nous obtenons alors les 
coefficients 

c ;IN1 N 2 .  I , ,  “2). 
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(A2.3) 

Oii 

L’expression ci-dessus des coefficients de Moshinsky et Smirnov ressemble ii I’expres- 
sion donnCe par DobeS (1977) mais les quantit6s entre crochets prksentent de 
nombreuses proprittks de sym6trie que n’offre pas I’expression donnCe par DobeS. 
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